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    ड़وॹف ग़ଓقد

  

  گيري و تجزيه و تحليل روابط بين متغيرهاي اقتصادي اي از علم اقتصاد است كه به اندازهاقتصادسنجي شاخه
به عبارتي،  شده سر و كار دارد هاي مشاهده  هاي اقتصادي با استفاده از داده مند پديده قتصادسنجي با مطالعه نظامپردازد.امي

باشد و در نجا كه مباحث اقتصادسنجي وسيع و گسترده ميآاز  هاي اقتصادي است. اري از مدلهاي آم اقتصادسنجي علم تحليل
شود در يك متن ه به عنوان اقتصادسنجي شناخته ميآوري تمام آنچجمعباشد، عين حال همواره در حال تحول و پيشرفت مي

باشد، نوع ارائه مطالب و ه مورد علاقه مولف ميرسد. آنچه مشخص است، آن است كه بر اساس آنچدرسي غير ممكن به نظر مي
و همين موضوع انتخاب مطالبي را كه لازم است براي آمادگي در آزمون مورد مطالعه قرار گيرند  شود.بيان آنها پوشش داده مي

ماده شده با مشكل روبرو كرده است.كتاب فوق در مجالي اندك و با هدف آمادگي داوطلبان براي شركت در آزمون دكتري آ
ارائه مطالب مهم به منظور  ،ارائه شود. هدف اصلي كتاب فوق اقتصادسنجياست و سعي شده است كه مطالب جامعي از 

آمار در فصل دوم  بندي شده است. در فصل اولفصل اصلي طبقه هفتباشد. اين كتاب در آمادگي در آزمون دكتري مي
وم به گسترش يم اساسي آن ارائه شده است. فصل سر گرفته است و مفاهرگرسيون كلاسيك خطي دو متغيره مورد بررسي قرا

يك رگرسيون، در فصل چهارم موارد نقض فروض كلاس مدل رگرسيون كلاسيك و الگوي چند متغيره رگرسيون اختصاص دارد
ورد پارامترهاي مدل دو روش ديگر برآ پنجم. در فصل  اند.نين راههاي تشخيص و رفع آنها ارائه شدهنتايج نقض فروض و همچ

 اند. در فصل ششم الگوهاي سري زمانيرگرسيون يعني روشهاي حداكثر درستنمايي و حداقل مربعات تعميم يافته معرفي شده
در انتها مجموعه  اند.به مبحث سيستم معادلات همزمان و روشهاي برآورد آن اختصاص دارد. معرفي شده هفتمفصل  در 

  آنها جهت تقويت بيشتر دانشجويان با حل عددي و تشريحي بيان شده است. سؤالات دكتري آزاد با حل 

   حسين نصيري
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  آمار توصيفي
  

 شده است كه به مفاهيم اوليه معروفند و علم آمار نيز مانند ساير علوم بر پايه يك سري از مفاهيم بنا: مفاهيم اساسي آمار
  :شوند بدون تعريف، پذيرفته شده و بصورت زير توصيف مي

  . به كليه عناصر، افراد و يا اشياء كه حداقل در يك خاصيت مشترك باشند، جامعه آماري گويند: جامعه آماري-
  .شود ك است، صفت مشخصه گفته مي به خاصيت يا خواصي كه در همه عناصر، افراد يا اشياء مشتر: صفت مشخصه-
 خاصيت يا خواصي كه از يك عنصر به عنصر ديگر، از يك فرد به فرد ديگر جامعه تغيير كند، صفت متغير : صفت متغير-

  .شود ناميده مي
 كرد، صفات اي تعريف صفاتي را كه بتوان براي آنها اندازه تعريف كرد، صفات متغير كمي و صفاتي را كه نتوان براي آنها اندازه

  .كيفي نامند
  .هستند يا پيوسته) نا پيوسته (صفات متغير كمي يا گسسته 

. كنند بندي مي  بسته به اينكه صفت متغير، گسسته يا پيوسته باشد، آنها را با توجه به ماهيتشان طبقه:بندي صفات  طبقه-
  .آورند صفت را بر حسب فراواني مطلق بدست ميكنند و توزيع  در حالت گسسته آنها را به ترتيب صعودي يا نزولي مرتب مي

  .آورند بندي كرده و توزيع صفت متغير را بر حسب فراواني مطلق بدست مي در حالت پيوسته بودن صفت، آنها را در فاصله طبقه
سته از براي صفات متغير نا پيو. توان از نمودارها استفاده كرد براي بيان چگونگي توزيع صفت متغير، مي: نمودارها -

  .شود استفاده مي) گون پلي( اي و چند گوش  نمودارهاي ميله
  .شود استفاده مي) بافت نگار( و براي صفات متغير پيوسته از نمودار هيستوگرام 

  .شود اي استفاده مي گون و يا دايره اي يا پلي و براي صفات كيفي از نمودارهاي ميله
  :تجاوز نكندix را گويند كه از x برابر فراواني تمامي مقادير صفت ixمربوط به  فراواني تجمعي ):انباشته(  فراواني تجمعي-

   i iF x n x x   
 را فراواني تجمعي نسبي در ix تا نقطه x فراواني تجمعي نسبي از جمع فراوانيهاي نسبي صفت : فراواني تجمعي نسبي-

  : نامندixنقطه 

     i
i i

n x x
F x f x x

n


     

  گيري و مقياس آنها  مفهوم اندازه-
  .گيري صفات در جامعه است باشد و آنهم اندازه هاي آماري مي در اجراي يك تحقيق آماري، اولين مرحله، مشاهده داده

  »شود گيري ناميده مي اصر يا افراد جامعه بر طبق قواعد معيني، اندازهنسبت دادن اعداد به عن«



 
 
 
 

 12      آمار توصيفي
 

  )آماري(هاي عددي كننده  مشخص-2
  .روند هستند كه براي مقايسه بين چند جامعه بكار مي) پارامترهائي( هاي عددي، كميتهائي كننده مشخص

  :شوند بندي مي و در سه گروه زير طبقه
گيري صفت متغير تبعيت  كنند و از واحد اندازه مركز تمركز توزيع صفت را بيان مي كه :هاي مركزي كننده  مشخص-1-1

  :مهمترين آنها عبارتند از. دارند
  :آيد  كه از مجموع متغيرها به حجم جامعه به دست مي: ميانگين حسابي يا متوسط حسابي:نكته

ix
x

n
   

  :ا فراواني نسبي باشد، ميانگين حسابي بصورتدر صورتيكه جدول بر حسب فراواني مطلق ي
  

i i
i i

n x
x x f x

n
    

iكه دراين رابطه . محاسبه ميشود كه به ميانگين وزني معروفند
i

n
f

n
باشد  فراواني نسبي صفت متغير مي.  

  :خواص ميانگين: نكته
a:   ميانگين اعداد ثابت، خود عدد ثابت است-1

a
n

  
  . كم يا اضافه خواهد شدa  را كم يا اضافه كنيم از ميانگين هم به اندازهa اگر از متغيرها، عدد ثابتي مانند -2

 ix a
x a

n


   

 تقسيم kت  ضرب و يا بر عدد ثابk ضرب يا تقسيم كنيم، ميانگين هم در عدد ثابت k اگرمتغيرها را در عدد ثابتي مانند -3
  :شود مي

 
i

i

x
kx xk

kx
n n k

 
 
  

  
  : مجموع انحرافات متغيرها از ميانگين مساوي صفر است-4

   )xx(f)xx(n)xx( iiiii  
 اگر متغيرها بصورت نسبت يا درصد و يا شاخص بيان شده باشند، در اين صورت، متوسط متغيرها : ميانگين هندسي:نكته

  .شود بصورت ميانگين هندسي محاسبه مي
)x(x,...,x,x,xx i

n
nG  321  

گيري تبعيت كند، دراين  ارتباط با زمان باشد و از دو واحد اندازه  اگر صفت متغير در):هارمونيك(  ميانگين همساز :نكته
  :شود صورت براي محاسبه ميانگين صفت متغير، از ميانگين همساز استفاده مي




i
i

H

x
n

n
x     يا  1




i

H

x

n
x 1  

  :همواره بين ميانگين حسابي، ميانگين هندسي و ميانگين هارمونيك رابطة زير برقرار است
H G Mx x x   

  هاي پراكندگي  مشخص كننده-1-2
  : اختلاف بزرگترين متغير و كوچكترين متغير را دامنه تغييرات نامند:(Range) دامنه تغييرات يا فاصله تغييرات:نكته

 يا
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max minR X X   
هائي كه حد پايين يا حد بالاي آنها نامعلوم توزيع(  براي اندازه پراكندگي توزيعهاي باز):نيم دامنه چاركي(  انحراف چاركي-

  :شود محاسبه مي). است

2
13 QQ

Q


  

   nتلاف متغيرها از ميانگين تقسيم بر از مجموع قدر مطلق اخ):انحراف متوسط( ميانگين قدر مطلق انحرافات  :نكته
  :آيد بدست مي) حجم جامعه(

n

xxn
D.M ii 
 يا 

n

xx
D.M i 
  

  :نامند  ميانگين مجذور انحرافات متغيرها از ميانگين را واريانس مي: واريانس:نكته
( )

( ) i ix x x
D x x

n n



    2 2

2 2  
  :دست آمده باشد، واريانس مساوي خواهد شد بادر صورتيكه توزيع صفت متغير بر حسب فراواني ب

2
22

2 x
n

xn

n

)xx(n
)x(D iiii 


   

عنوان معيار پراكندگي  مين جهت از آن جذر گرفته و به هشود، به گيري صفت متغير بيان مي واريانس با مجذور واحد اندازه
  .آورند مناسب بدست مي

  :باشد آيد و هم بعد صفت متغير مي  مي از جذر واريانس بدست):انحراف استاندارد( انحراف معيار :نكته
)x(D  

  :خواص واريانس:نكته
   )a(D.                                                                                        واريانس عدد ثابت مساوي با صفر است-1
 را اضافه كنيم، در مقدار واريانس تأثيري a را كم و يا به متغيرها عدد ثابتي مانند ر از متغيرها عدد ثابتي مانند  اگ-2

   :                                                                                                            نخواهد داشت   D X a D x   
X(Dk)kx(D(            :         ضرب خواهد شد2k ضرب كنيم، واريانس در kدر عدد ثابتي مانند   اگر متغيرها را-3 2           
  :تقسيم خواهد شد 2k تقسيم كنيم، واريانس بر K اگر متغيرها را بر عدد ثابتي مانند -4

)X(D
KK

X
D 2

1







  

  هاي نسبي پراكندگي كننده  مشخص-1-3
 از خارج قسمت انحراف معيار : ضريب تغييرات-  به ميانگين  Xگيري مجرد است آيد و از واحد اندازه  بدست مي:  

100



X

V.C  
  .دهد ضريب تغييرات، درصد تغييرات متغيرها را حول ميانگين نشان مي

شود كه از دقت   با استفاده از روابط بين سه مشخص كننده مركزي، ضريب چولگي پيرسن محاسبه مي: ضريب چولگي-
  :بالائي برخوردار نيست





MOX

As  
  :همواره رابطه زير بين سه مشخصه مركزي برقرار استدر صورتيكه متغير داراي چولگي ملايم باشد، 
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)MeX(MOX  3  
)(تر، ضريب چولگي از خارج قسمت گشتاور مركزي مرتبه سوم ولي براي محاسبه دقيق 3 3 بهشود استفاده مي:  

3
3




A  

  :شود بصورت زير محاسبه مي 3كه درآن 

n

)xx(n

n

)xx( iii  





3

3

3

3 يا  
اگر مثبت باشد، توزيع داراي چولگي راست و در صورتي كه منفي . ضريب چولگي ممكن است مثبت و يا منفي بدست آيد

Aاگر . باشد باشد، توزيع داراي چولگي چپ مي  A/10اگر .  گردد، توزيع متقارن است0  باشد، توزيع تقريباً قرينه است و 
5010اگر  /A/  50باشد، توزيع داراي چولگي ملايم و اگر/A  باشد، توزيع شديداً چولگي دارد.  

آيد و معمولاً كشيدگي توزيعها را با توزيع  ت مي بدس4 از خارج قسمت گشتاور مركزي مرتبه چهارم به:ضريب كشيدگي -
  :بصورت باشد، لذا ضريب كشيدگي  مي3كنند و از طرفي ضريب كشيدگي توزيع نرمال مساوي با  نرمال مقايسه مي

34
4 




K  

در .  باشد، توزيع از نرمال كوتاهتر استKباشد، كشيدگي توزيع به اندازه نرمال است و اگر Kاگر . شود محاسبه مي
  :آيد گشتاور مركزي مرتبه چهارم بصورت زير بدست مي. تر است باشد، توزيع از توزيع نرمال كشيدهKصورتيكه 

n

)xx(n

n

)xx( iii  





4

4

4

4 يا  

  .ل توزيع با مراتب مختلفهائي هستند حول مركز ثق  گشتاورها، ميانگين:گشتاورها -
  :كنيم و يا ميانگين حسابي باشد، لذا دو نوع گشتاور دراينجا تعريف مي) صفر(تواند مبدأ مختصات چون مركز ثقل توزيع مي

  :شوند مبدأ صفر بصورت زير محاسبه مي يا گشتاورهاي نسبت به:  گشتاورهاي اوليه-1

  h
iih

h
ii

h

h

h xfm
n

xn
m

n

x
m يايا  

  :مبدأ صفر مساوي است با  تا چهارم نسبت بهو گشتاورهاي مرتبه اول

4
4

4
3

3

3

2
2

21

x
n

x
mx

n

x
m

x
n

x
mx

n

x
m

ii

i








 

 
  .كه به گشتاورهاي تواني يا ميانگينهاي تواني معروفند

  :شوند مبدأ ميانگين كه به صورت زير محاسبه مي يا گشتاورهاي نسبت به:  گشتاورهاي مركزي-2
( ) ( )

( )
h h

i i i h
h h h i i

x x n x x
f x x

n n
  

 
       

  :آيند رم نسبت به مبدأ ميانگين بصورت زير بدست ميو گشتاورهاي مرتبه اول تا چها




 
n

)xx(
1  

 يا يا
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)x(D
n

)xx( i 


  2

2  

n

)xx( i 


3

3  

n

)xx( i 


4

4  
شود كه  براي تبديل گشتاورهاي اوليه به گشتاورهاي مركزي ثابت مي:  رابطه تبديل گشتاورهاي اوليه به گشتاورهاي مركزي-

h
h

i
h )mm(

n

)xx(
1


  4321 و در نتيجه براي ,,,h آيد  روابط زير بدست مي:  

  )mm( 11  
2
12

2
12 mm)mm(   

( )m m m m m m     3 3
3 1 3 2 1 13 2  

4
1

2
12134

4
14 364 mmmmmm)mm(   

  توزيعهاي دو بعدي-3
,yر نتايج مشاهدات بر روي دو صفت متغي: دستگاه دو صفت متغير - xاي از زوجهاي مرتب شده را تشكيل   با هم مجموعه

  .نامند دهند كه دنباله زوجهاي مرتب شده را سري همبستگي مي مي
  :آيد اگر توزيع فراوانيهاي دو صفت را با هم در جدول نشان دهيم، جدول زير بدست مي

nn...nnn

nn...nnx

nn..nnx

nn...nnx

ny...yy

tj

sstsss

t

t

it











21

21

20222212

1112111

31

  

 و در صورتيكه فراوانيها را ستوني با يكديگر xاي صفت   كنيم توزيع حاشيه يعهاي دو بعدي را سطري جمعاگر فراوانيهاي توز
  .آيد  بدست ميyاي براي صفت  جمع كنيم، توزيع حاشيه

 در x و به تعداد ستونها، توزيع تكي براي صفت y چون به تعداد سطرها توزيع تكي براي صفت :هاي شرطي توزيع-
آيند، آنها   بوجود ميy و با مقدار معيني از صفت x بعدي وجود دارد و هر يك از آنها به ازاء مقدار معيني از صفت توزيعهاي دو

  .نامند را توزيعهاي شرطي مي
هاي شرطي صفت ها و تغييرات توزيع  رابطه بين صفت متغير كه از افزايش يا كاهش يكي از صفت: مفهوم بستگي آماري-

هاي شرطي صفت در نتيجه هرگاه با تغيير يكي از صفتهاي متغير، توزيع. شود  بستگي آماري ناميده ميآيد، ديگر بوجودمي
  . متغير ديگر تغيير كند، گويند بستگي آماري بين دو صفت وجود دارد

گر تغيير هاي شرطي صفت متغير ديهاي متغير، ميانگين توزيع  هرگاه به ازاء افزايش يا كاهش يكي از صفت: همبستگي:نكته
  . همبستگي وجود خواهد داشتy و xكند، بين دو صفت متغير 

  :باشند، لذا  هم ارز نميy و xچون در مفهوم همبستگي، دو صفت  :نكته
نامند و بصورت   ميx روي y را رگرسيون x بر حسب y همبستگي صفت -الف xy f xشود  نوشته مي.  

x
y
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نامند و بصورت   ميyروي x را رگرسيون y بر حسب x همبستگي صفت-ب yx g yبنابراين اگر با تغيير صفت . نويسند  مي
x  ميانگين توزيعهاي شرطي ، iy y تغيير كنند، همبستگي y روي x وجود دارد و هم چنين اگر با تغيير صفت y ميانگين 

توزيعهاي شرطي  jx x تغيير كنند، دليل بر وجود همبستگي يا رگرسيونx روي yخواهد بود .  
اگر زوجهاي مرتب شده  i ix , yو يا  j jx , y رادر صفحه مختصات مشخص كنيم، از طرز قرار گرفتن نقاط در صفحه

  .آيد باشد، بدست مي مي) نوع معادله رگرسيون( ه بين دو صفتاي كه بيان كننده رابط مختصات، نوع معادله
  :در صورتيكه رابطه رگرسيون به صورت معادله خطي مستقيم باشد، يعني

yba)y(gxbxa)x(fy yx  يا  
  :آيد درآن صورت ضرايب آن با استفاده از روش كمترين توانهاي دوم بدست مي

xbya   

  )x(D

)y,xcov(

n

x
x

n

y.x
xy

)xx(

)yy)(xx(

ss

sp
b

x

xy 











 
 




2
2

2  

بصورت ) معادله خط رگرسيون(  اگر معادله خط همبستگي:رگرسيون  خطاي معادله-
x
y a bx  بيان شده باشد، آنگاه 

خطاي معادله رگرسيون  y.xآيد  از جذر واريانس همبستگي يا واريانس رگرسيون بدست مي:  

n

xybyay
x.y
  


2

2  

n

xybyay
x.y

  


2
  

  .كنند  استفاده ميx به ازاء يك مقدار معين از صفت yاز خطاي معادله رگرسيون براي ارزيابي صفت 
yxxix.y

x
yyy

i

  

اولاً : شود كه  از ضريب همبستگي استفاده ميy وx به منظور تعيين شدت همبستگي بين دو صفت : ضريب همبستگي-
كند، ثانياً حدود تغييرات ضريب همبستگي همواره بين  گيري تبعيت نمي يعني از هيچ واحد اندازهضريب همبستگي بعد ندارد 

 , 1   .كند  تغيير مي1
  .آيد اندازه ضريب همبستگي به توسط يكي از روابط زير بدست مي :نكته

b.b
)yy(.)xx(

)yy)(xx(

ss.ss

sp

.

)y,xcov(

yx

xy

yx










 


22
 

  .گي خطي بين دو صفت وجود نداردباشد، همبستاگر 
  .باشد، همبستگي كامل و مستقيم است1اگر 
  .باشد، همبستگي كامل و معكوس است1اگر

11اگر  نامند  باشد، همبستگي را ضعيف و يا شديد مي.  
مت واريانس معادله رگرسيون  از خارج قس: ضريب تعيين يا ضريب تشخيص- 2

x.y به واريانس y2 يعني
y در معادله 

  :آيد بدست مي X بر حسب yرگرسيون 
  2

22

2

2

2
2 









yxy

x.y

.

)y,xcov(
R  
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دهد و به نام گشتاور  را نشان ميx,yدگي توأم دو متغير نكشود كه پرا، كواريانس ناميده مي)y,xcov(كه در اين رابطه 
  . شودهمبستگي نيز موسوم است و به صورت زير محاسبه مي

yx
n

xy

n

)yy)(xx(
)y,xcov( 


   

 نشان xن تغييرپذيري صفتا را حول معادله رگرسيون به ميزyضريب تعيين، ميزان تغييرپذيري مقادير مشاهده شده صفت 
 را ناشي از y درصد تغييرات صفت 2R درصد بيان نمائيم، آنگاه  ضرب كنيم و بر حسب100 را در 2يعني اگر . دهدمي

  . دهد نشان ميxاثرات صفت متغير 
  نظريه احتمال

مين  هروند، به ل بر پايه دو مفهوم حادثه و آزمايش استوار است و بعنوان مفاهيم اوليه بكار مي نظريه احتما: مفاهيم اساسي-
  :كنند دليل آنها را تعريف نكرده، بلكه بصورت زير توصيف مي

  .اي كه درنتيجه آزمايش، وقوع يا عدم وقوع آن بتواند مورد بحث قرار گيرد، حادثه ناميده ميشود هرنمود يا پديده: حادثه
  .برقرار كردن مجموعه شرطهاي معين كه بطور مكرر و به تعداد دلخواه زيادي عملي گردد، آزمايش نامند: آزمايش

  :افتد حادثه درنتيجه آزمايش به يكي از سه صورت زير اتفاق مي
   حادثه تصادفي-3   حادثه غير ممكن-2     حادثه يقين-1
نامند و با  ه را احتمال آن حادثه مي اندازه امكان وقوع هر حادث: تعريف احتمال حادثه- P Aدهند  نشان مي.  
و اين عناصر دلخواه، تمامي نتايج ممكن آزمايش هستند  نامند اي از عناصر دلخواه را فضاي نمونه مي  مجموعه: فضاي نمونه-

  .امندن يا بعبارتي مجموعه تمامي حوادث ساده را در يك آزمايش فضاي نمونه مي
  .گردد  اندازه امكان وقوع حادثه به يكي از سه صورت زير محاسبه مي

يا هم امكان  تعريف كلاسيك احتمال بر پايه هم احتمال بودن حوادث و:  محاسبه احتمال بر اساس تعريف كلاسيك احتمال-
  :شود بودن حوادث بصورت زير بيان مي

  :آيد  به تعداد تمامي نتايج ممكن آزمايش بدست ميAد بر حادثه  از خارج قسمت تعداد حالات مساعAاحتمال حادثه 
  A

P A   
 

رود و از   تعريف آماري احتمال براي حوادثي كه هم احتمال نباشند بكار مي- محاسبه احتمال بر اساس تعريف آماري احتمال-
ها تعيين كرد، بنابراين  توان پس از انجام آزمايش بي را فقط ميشود، زيرا فراواني نس خاصيت فراواني نسبي حادثه استفاده مي

كند  كند كه آن عدد، اندازه امكان وقوع حادثه را بيان مي در تكرار زياد آزمايشها، فراواني نسبي حادثه به سمت عددي ميل مي
  :شود و احتمال آن حادثه ناميده مي

   
n

m
P A f A

n
   

  :شود انون اعداد بزرگ ضعيف بصورت برنولي، بيان مياين تعريف بر اساس ق

1










p

n

m
plim

n
  

  .كند ها، فراواني نسبي حادثه به سمت احتمال حادثه ميل مي يعني يقيناً در تكرار زياد آزمايش
  و بر همين اساس قانون اعداد بزرگ قوي بر نولي بصورت

1





 


p

n

m
limp
n

  

 تعداد حالات مساعد بر حادثه
 تعداد تمامي نتايج ممكن
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  .  گردد، يك حادثه يقين استpاه حد فراواني نسبي حادثه برابر شود، يعني هرگ تعريف مي
اگر تعداد وقوع حوادث در نتيجه آزمايش شمارش ناپذير باشد، در اين : محاسبه احتمال بر اساس تعريف احتمال هندسي

  .نامند دسي ميصورت خارج قسمت اندازه امكان وقوع حادثه مورد نظر به اندازه امكان نتايج كل آزمايش را احتمال هن
  

   
 

 
 

mes A A
P A

mes S S
   

  اصول متعارف احتمال: نكته
  :كند  تغيير مي1 احتمال حادثه بين صفر تا -1

1 )A(P  
  :مساوي يك است) گروه كامل حوادث( مجموع احتمالها در فضاي نمونه -2





n

i
i )A(P

1
1 

ديگر ناسازگار باشند، در اين صورت، احتمال اجتماع دو حادثه مساوي است با اجتماع  نسبت به يكB و A اگر دو حادثه -3
  :احتمال آن دو حادثه

     P A B P A P B    
   قضاياي احتمالات2-1
 با C و B باشد، بطوريكه حوادث C و B قابل تجزيه به حوادث جزئي مانند Aاگر حادثه :  قضيه عمومي حاصل ضرب احتمالها-
  :نويسند م بتوانند اتفاق بيفتند، در اين صورت آنرا بصورت حاصلضرب دو حادثه ميه

A BC B C    
  : مساوي خواهد شد باAو احتمال حادثه 

       P A P B C P B .P C B    
و  P C B را احتمال شرطي حادثه C بر حسب Bادثه نامند و اين در حالت دو ح  ميB و C نسبت به يكديگر وابسته هستند 

  : مساوي خواهد شد باAاحتمال حادثه .  نسبت به يكديگر مستقل باشندC و Bو درحاليكه دو حادثه 
       P A P B C P B .P C    

  .قضيه فوق قابل تعميم براي بيش از دو حادثه است
 باشد، بطوريكه در نتيجه آزمايش، Cو  Bبه حوادث جزء مانند  قابل تجزيه Aاگر حادثه :  قضيه عمومي حاصل جمع احتمالها-

آيد و احتمال   از اجتماع حوادث جزء بدست ميAدرآن صورت حادثه . بتواند اتفاق بيفتد) C يا B (حداقل يكي از حوادث
  : برابر است باAحادثه 

       
A B C B C

P A P B P C P BC

  

  

  

 نسبت به يكديگر، C و Bازگارند، ولي در صورت ناسازگار بودن حوادث  نسبت به يكديگر سC و Bدر اين حالت دو حادثه 
  :آيد  بدست ميC و B از اجتماع احتمالهاي حوادث Aاحتمال حادثه 

     P A P B P C   
  .باشد قضيه فوق قابل تعميم براي بيش از دو حادثه مي

12ث جزء مانند  قابل تجزيه به حوادHاگر حادثه :  قضيه احتمال متوسط:نكته H,H,...,Hs  باشد، كه دو به دو نسبت به
  : اتفاق بيفتد، درآن صورتiH بتواند با هر يك ازحوادث Aيكديگر ناسازگارند و حادثه 

     i iP A P H .P A H   

اندازه امكان وقوع حادثه

 اندازه امكان وقوع كل حادثه
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 وقوع كرده باشد، احتمال اينكه اين Aنتيجه آزمايش، حادثه چنانچه در قضيه بالا، در): قضيه بيز( ها  قضيه احتمال فرضيه:نكته
ام iحادثه براي فرضيه،  iH اتفاق افتاده باشد، مساوي است با احتمال فرضيه i ام در احتمال حادثه A بشرط فرضيه i ام

  :تقسيم بر احتمال متوسط

     
 

   
   

i i i i
i

i i

P H .P A H P H .P A H
P H A

P A P H .P A H



 

 اگر احتمال حادثه همواره ثابت باشد و برابر ):فرمول برنولي( ي  آزمايشهاي تكرار- P A P و آزمايش را n بار تكرار 
  :آيد بار حادثه مورد نظر وقوع كند، از فرمول برنولي بدست مي m آزمايش مستقل از هم، nكنيم، احتمال اينكه در

n,...,,,mqP
m

n
)m(P mnm

n 21







   

  . عدم وقوع حادثه است احتمالqكه درآن 
qP)A(p 1  

نسبتاً بزرگي باشد، محاسبه آن بر اساس فرمول برنولي مشكل خواهد بود،   عددn در صورتي كه : فرمول مجانبي لاپلاس-
، nافزايش شود كه با  توان احتمال حادثه را بدست آورد، زير ثابت مي ولي بر اساس قضاياي حدي، از فرمول مجانبي لاپلاس مي

اين احتمال  
n
p mشود  تقريباً بر طبق قانون نرمال توزيع مي:  

2
2

2
111 u

n e,
npq

)u(
npq

)m(P



  

  )متغير تصادفي( كميت تصادفي
ك شود، زيرا اولاً اندازه آنها ازي افتد، متغير تصادفي يا كميت تصادفي ناميده مي مقادير عددي، كه درنتيجه آزمايش اتفاق مي

تناظري كه بين مقادير كميت. باشند بيني مي كند و ثانياً غير قابل پيش آزمايش به آزمايش ديگر تغيير مي X و اندازه امكان 
 Xاگر كميت تصادفي . شود  يا متغير تصادفي ناميده ميXآيد، قانون توزيع كميت تصادفي  وقوع آنها در جامعه بوجود مي

  :شود ته باشد، قانون توزيع آن به صورت زير نوشته ميناپيوس

s

s

P...PPP)x(P

x...xxxx

321

321  

 ناميده x اختيار كند، تابع توزيع در نقطه x مقاديري كمتر از X احتمال اينكه كميت تصادفي :Xتابع توزيع كميت تصادفي 
  :شود شود و بصورت زير نوشته مي مي

     i
x x

F X P X x P X x
i

     

  : تابع توزيعخواص :نكته
  : تابع توزيع كميتي غير منفي است-1

)x(Fx  
  يعني اگر:  تابع توزيع كميت تصادفي، تابعي غير نزولي است-2

)X(F)X(Fxx 2121   
  : تابع توزيع به ازاء حد بالاي كميت همواره مساوي يك است-3

1


)x(Flim
x

 
  :د پائين كميت، همواره مساوي صفر است تابع توزيع به ازاء ح-4
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


)x(Flim
x

 
 2X مقدار اختيار كند، مساوي است با تابع توزيع در نقطه 2X و 1Xبين دو مقدار x احتمال اينكه كميت تصادفي -5

  :1Xمنهاي تابع توزيع در نقطه 
)x(F)x(F)xXx(P 1221   

 X پيوسته باشد، تابع چگالي احتمالها از مشتق تابع توزيع كميت تصادفي X  اگر كميت تصادفي: تابع چگالي احتمالها:نكته
  :صفر مساوي است با iXآيد، زيرا براي كميتهاي پيوسته، احتمال انتخاب يك نقطه بدست مي

 )xX(P i  
 ميل كند، در xكنند و براساس تعريف چگالي وقتي بنابراين براي كميتهاي پيوسته، احتمال را در فاصله محاسبه مي

  :آيد حد، تابع چگالي احتمالها بدست مي

x

)x(F
lim)x(F)x()x(f
x 




 
 

  : خواص تابع چگالي احتمالها-
  : كميتي غير منفي است تابع چگالي-1

 )x(  
 انتگرال از تابع چگالي احتمالها در فاصله -2 , مساوي است با يك :  





 1dx)x(  

  :با توجه به تعريف آن مساوي است با) پيوسته (xبنابراين تابع توزيع كميت تصادفي 
     xF x P X x x dx     

  :آيد  مقدار اختيار كند، به توسط تابع چگالي بدست مي2x و 1x در فاصله xو احتمال اينكه كميت تصادفي 

  2

1
21

x

x
dx)x()xXx(P  

  هاي عددي قانون توزيع متغير تصادفي كننده  مشخص-
  :ساوي است با مx اميد رياضي كميت تصادفي نا پيوسته -الف

 EX xP x   
  :در صورتيكه، كميت، پيوسته باشد و تابع چگالي احتمالها براي آن وجود داشته باشد، برابر با

 EX x x dx
   

  :در صورتيكه ناپيوسته باشد، مساوي خواهد شد با: x واريانس كميت تصادفي -ب
222 )EX(EX)EXX(E)X(D   

   22 )x(xP)x(PX  
  : پيوسته باشد، واريانس مساوي خواهد شد باxو اگر كميت تصادفي 





 22 )EX(dx)x(X)X(D  

  )گشتاورهاي اوليه ( ام نسبت به مبداء صفرh گشتاور مرتبه -
ام h نا پيوسته باشد، گشتاور مرتبه xاگر كميت تصادفي  hmمساوي خواهدشد با :  

 h h
hm EX x p x    

  : مساوي خواهد شد باhmدر صورتيكه پيوسته باشد وتابع چگالي احتمالها براي آن وجود داشته باشد، 
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 h h
hm EX x x dx

    
  :آيد  رابطه زير بدست ميام ازh ناپيوسته باشد، گشتاور مركزي مرتبه xاگر كميت تصادفي : ام مركزيh گشتاور مرتبه -

     h h
h E X EX x EX P x      

  و اگر كميت پيوسته باشد و تابع چگالي احتمالها براي آن وجود داشته باشد آنگاه
   h

h x EX x dx
     

  :شود و بصورت كند، تابع مولد گشتاورها ناميده مي  تبعيت ميt كه از پارامتر xtEe تابعي بصورت : تابع مولد گشتاورها-
  xt

Xm t Ee  
  .هاي مراتب مختلف نسبت به مبداء صفر است شود، زيرا توليد كننده گشتاور نوشته مي

  : خواص تابع مولد گشتاورها:نكته
كند، يعني هر قانون توزيعي   را معين ميXيت تصادفي  تابع مولد گشتاورها بطور يگانه قانون توزيع كم- خاصيت يگانگي-1

  .فقط يك تابع مولد گشتاورها دارد و هر تابع مولد گشتاوري منحصراً متعلق به يك قانون توزيع است
  : ضرب شود، آنگاهC در عدد ثابتي مانند X اگر كميت تصادفي -2

   cx xm t m ct  
12 اگر كميتهاي -3 X,X,...,X..., n مستقل از يكديگر با تابع مولد گشتاورهاي  xiM t توزيع شده باشند، آنگاه تابع مولد 

  گشتاورهاي
nx...xxy  21  

):برابر خواهد شد با ) ( ). ( ) ... ( )
ny x x xm t m t m t m t  1 2   

كه پس از عمل   وقتيtاورها نسبت به ام تابع مولد گشتhام نسبت به مبداء صفر، از مشتق مرتبه h گشتاور مرتبه -4
  :آيد  شود، بدست ميtگيري  مشتق






t
h

h

h
dt

)t(md
m  

)m(بنابراين گشتاور مرتبه اول    .شود  بصورت زير محاسبه مي1






tdt

)t(dm
m1  

)m(و گشتاور مرتبه دوم   : خواهد شد2






t
dt

)t(md
m 2

2
2  

  قوانين توزيعهاي مهم براي كميت تصادفي
شود كه در جامعه  در اين قسمت فقط راجع به بعضي از انواع مهم قوانين توزيع كميتهاي تصادفي نا پيوسته و پيوسته بحث مي

 توزيع كميتهاي تصادفي بسيارند كه در كاربرد نظريه احتمال در شوند، لازم به ذكر است كه تعداد قوانين بيشتر تكرار مي
  .گيرند هاي مختلف علوم مورد استفاده قرار مي رشته

X(P(P  را با احتمالهاي1 و مقاديرxاگر كميت تصادفي ): برنولي( اي   قانون توزيع دو نقطه-1 1 و q)X(P   
  :شود اي توزيع مي  بر طبق قانون دو نقطهX تصادفي  اختيار كند، در اين صورت كميت

101 /xqP)x(P xx    
  :اميد رياضي آن برابر است با
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   Pqxp)x(xPEX xx 1  
  :                                و واريانس آن برابر است با

   pq)p(pppPqPx)EX(EX)x(D xx 1221222  
 x بار تكرار كنيم و كميت تصادفي 1n  باشد و آزمايش راpاگر احتمال حادثه همواره ثابت و برابر : اي دو جمله قانون توزيع -2

  :شود توزيع مي) قانون برنولي( اي   بر طبق قانون دو جملهx آزمايش باشد، آنگاه كميت تصادفي nتعداد وقوع حادثه در 

n,..,,,xqP
x

n
)x(P xnx 21








   

:                                                                       اميد رياضي آن برابر با  x n xn
EX xp x x P nP

x
 

    
 

   

nPq)EXX(E)X(D:                                                                                    و واريانس آن برابر با  2  
)P/(.  عدد كوچكي باشدP باشد و pاگر احتمال حادثه ثابت و برابر : انون توزيع پواسن ق-3 10 5، بطوريكه nP ،

  :شود  آزمايش، بر طبق قانون پواسن توزيع ميn ، تعداد وقوع حادثه در Xآنگاه كميت تصادفي 

,...,,x
!x

e.
)x(P

x

21




 

  : برابر بااميد رياضي آن  
x .e

EX xP x x
x!


      

  :  و واريانس آن برابر با 22 )EX(EX)X(D  
  .خواهد بود

 nاگر احتمال حادثه از يك آزمايش به آزمايش ديگر تغيير كند و آزمايش را ): فوق هندسي(  قانون توزيع هيپرژئومتريك -4
 بر طبق قانون هيپرژئومتريك x آزمايش باشد، آنگاه كميت تصادفي nه در  تعداد وقوع حادثxبار تكرار كنيم و كميت تصادفي 

  :توزيع خواهد شد

n,...,,,x

n

N

xn

MN

x

M

)x(P 21





























  

 بار انجام گيرد، اميد رياضي براي اين n عنصر آن داراي خاصيت مورد نظر باشند وآزمايش M عنصر كه Nاي از  اگر مجموعه
  :كميت مساوي است با

M
EX nP n.

N
   

Mكه 

N
  . اولين احتمال حادثه است

  :و واريانس آن مساوي است با
22 )EX(EX)X(D  







 




N

M

N

M
n.

N

nN 11 

  . تبعيت داردn و N ،M پارامتر 3رژئو متريك از پشود، قانون توزيع هي بطوريكه ملاحظه مي
 باشد و آزمايش را آنقدر تكرار كنيم تا حادثه مورد نظر اتفاق Pثه همواره ثابت و برابر اگر احتمال حاد:  قانون توزيع هندسي-5

  :شود  بر طبق قانون هندسي توزيع ميX تعداد آزمايش تا وقوع حادثه باشد، در آن صورت كميت تصادفي Xبيفتد، كميت
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,...,,xP.q)x(P x 3211    

:اميد رياضي آن مساويست با 
P

)x(xPEX
1   

2:و واريانس آن مساوي خواهد شد با
22

P

q
)EX(EX)X(D    

 مقاديري در فاصله Xاگر كميت تصادفي : پيوسته) يكنواخت(  قانون توزيع مستطيلي -6 a,bرا با احتمال ثابت  
ab 

1 
  :شود نون يكنواخت با تابع چگالي احتمالهاي زير توزيع مي بر طبق قاxبتواند اختيار كند، آنگاه كميت تصادفي 

bxa
ab

)x( 



1  

:تابع توزيع براي اين كميت بصورت  x a
F x

b a





  . خواهد بود

  :اميد رياضي و واريانس آن به ترتيب برابرند با

2
ba

EX


  

12
2)ab(

)X(D


  
 مقادير خود را در فاصله xاگر كميت تصادفي : نرمال قانون توزيع -7 , با تابعي به صورت   




 



xe)x(

)x(
2

2

2
2

1  

  . بر طبق قانون نرمال توزيع خواهد شدXاختيار كند، دراين صورت كميت 
  :اميد رياضي و واريانس آن به ترتيب برابرند با

EX  
2)X(D  

براي اينكه بتوانيم احتمال حادثه را با توزيع نرمال محاسبه كنيم، بهتر است كه توزيع نرمال را به توزيع نرمال استاندارد تبديل 
توزيع نرمال به توسط . كرده و با استفاده از جداول تهيه شده براي توزيع نرمال استاندارد، احتمال حوادث را محاسبه كنيم

Xطه راب
U





شود كه همواره داراي اميد رياضي صفر و واريانس يك است و تابع چگالي   به نرمال استاندارد تبديل مي

  .احتمالهاي آن بصورت







Ue)u(
u

2
2

2
1  

  :نويسند شود كه آنرا بصورت زير مي تعريف مي
),(N~U 1  

  : بصورتU تابع توزيع كميت تصادفي

 






U
u

due)u(F 2
2

2
1  

  .آيد كه تابعي نامتقارن است بدست مي
كنيم كه  اگر بخواهيم تابع توزيع نرمال استاندارد شده را بصورت متقارن مورد استفاده قرار دهيم، از تابع لاپلاس استفاده مي

  :شود بصورت زير تعريف مي
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( )
u

u
U e du U




    

2

2
0

1
2

 

:ي فرد استزيرا تابع لاپلاس، تابع   u u    و به ازاء U ،  42ازاء و به)(
14  U)U( ،است

  . تهيه شده است4همين دليل جدول تابع لاپلاس در فاصله صفر تا  به
نهايت اختيار كند و تابع چگالي احتمالهاي آن  فر تا بيمقادير خود را درفاصله صXاگر كميت تصادفي :  قانون توزيع گاما-8

  :بصورت





 



xe.x
)(

)x( x1  

  كه در آن.  بر طبق قانون گاما توزيع خواهد شدxباشد، كميت تصادفي 


 


dxe.x)( x1  
  :شود تابع گاما يا انتگرال نوع دوم اولر ناميده مي

  :خواص تابع گاما
!)()(  1-1  

112  )()(-2  







 2

1-3  

  :اميد رياضي و واريانس توزيع گاما برابر است با




EX  

2


)X(D  

اراي توزيع نمائي با تابع  دXقرار داده شود، در آن صورت كميت تصادفي 1اگر در توزيع گاما، :  قانون توزيع نمائي-9
  :چگالي احتمالهاي زير خواهد بود

  xe)X( x  
  :اميد رياضي و واريانس آن بصورت زير در خواهد آمد




1
EX  

2
1


 )X(  

دهد و به نام گشتاور   را نشان ميyوx دو متغير شود كه پراكندگي توأم ، كواريانس ناميده مي)y,xcov(كه در اين رابطه 
  .شود همبستگي نيز موسوم است و بصورت زير محاسبه مي

    x x y y xy
Cov x, y x y

n n

 
     

 نشان x را حول معادله رگرسيون به ميزان تغييرپذيري صفت yضريب تعيين، ميزان تغيير پذيري مقادير مشاهده شده صفت 
 را ناشي از y درصد تغييرات صفت 2R ضرب كنيم و بر حسب درصد بيان نمائيم، آنگاه 100 را در 2يعني اگر . دهد مي

  .دهد  نشان ميxاثرات صفت متغير 
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  قانون توزيع دو بعدي
   ناپيوسته بوده و توزيع مشترك آنها  بصورت y و  xاگر كميتهاي

( , ) ( :, )xy j ijp x y p x x y y p     
  : باشدy و xو يا بصورت جدول قانون توزيع دو كميت  

121

21

2222212

1112111

21

t.p...pp)y(p

pp...ppx

pp...ppx

pp...ppx

)x(py...yyyx

sstsss

t

t

t










  

  y برحسب  x و هم چنين توزيع شرطي y و حاشيه اي xتوزيعهاي حاشيه اي 
  .آيد  به توسط جدول دو بعدي  و يا قانون توزيع توأم آنها بدست ميx بر حسب yو 

  يوسته باشند و تابع چگالي  احتمالها براي آنها وجود داشته باشد، آنرا بصورت  پy و xاگر كميتهاي 

yx

)y:x(F
)y,x(F)y,x( xy 




2
 

x  
y  

  : نيز صادق استy و xهمواره  شرايط زير براي تابع چگالي احتمالهاي دو كميت  . نويسد مي
 )y,x(  

 







 1dydx)y,x(  

  و تابع توزيع احتمالهاي آن 

  


x y

yxy dxd)y,x()yY,xX(P)y,x(F  
 مساوي باشد با حاصل y و x از يكديگر مستقل باشند بايد تابع توزيع  دو كميت y و xشرط لازم و كافي براي اينكه دو كميت 

   يعني y و xضرب تابع توزيع هاي دو كميت 

)y(F).x(F)y,x(F YX
xy




 
  . صادق استy و xهم براي تابع چگالي احتمالهاي دو كميت و هم براي قانون توزيع مشترك دو كميت شرط فوق 

 y و xاي  هاي حاشيه  پيوسته بوده و تابع چگالي احتمالها براي آنها وجود داشته باشد، آنگاه توزيعy و xدر صورتيكه دو كميت 
  :آيد  بدست ميx و يكبار هم نسبت به yه با انتگرال گيري از تابع چگالي دو كميت يكبار نسبت ب

 
y

dy)y,x()x(  

 
x

dx)y,x()y(  

   به صورتx برحسب yهاي شرطي توزيع

)x(

)y,x(
)x|y(




  

  : آيد به صورت زير بدست ميy برحسب xو 
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)y(

)y,x(
y

x








  

اي  بتوسط توزيع حاشيهxاميد رياضي كميت   x,dx)x(xEX  

اي  به توسط توزيع حاشيهyو اميد رياضي كميت  
x

y
ydy)y(yEy  

   به صورت y و براي كميت xو واريانس براي كميت 

  2222 )EX(dx)x(X)EX(EX)x(D  

  2222 )Ey(dy)y(y)Ey(Ey)y(D x  
  .شود به صورت زير محاسبه ميy و xو كميت د yگشتاور همبستگي يا كواريانس بين 

Ey.ExExy)y,xcov(,  11  
yx,yxاميد رياضي  عبارتنداز  :  

EyEX)yx(E   
EyEX)yx(E   

  و واريانس آنها به صورت 
)y,xcov()y(D)x(D)yx(D 2  
)y,xcov()y(D)x(D)yx(D 2  

Ey.ExExyقل باشند، آنگاه  از يكديگر مستy و xاگر دو كميت    
  قضاياي حدي

مان ترتيب  هتجارب گذشته نشان داده است كه حوادث با احتمالهاي نزديك به يك تقريباً بطور يقين وقوع خواهند كرد و به
ها يا  دن نظميكي از هدفهاي نظريه احتمال برقرار كر. كنند حوادث با احتمالهاي كوچك نزديك به صفر به ندرت وقوع مي

ها را قانون اعداد بزرگ مشخص  قوانيني است كه با احتمالهاي نزديك به يك حوادث بتوانند وقوع كنند و اهميت اين نظم
  . سازد مي
 اينكه   با قانون نامشخص توزيع شده است و اميد رياضي براي آن وجود دارد، احتمالX كميت تصادفي - لم چه بي شف-1

Ex اختيار كند، از a مقاديري بيش از Xكميت تصادفي 

a
  :  تجاوز نخواهد كرد

  EX
P x a

a
   

وجه به تعريف تابع توزيع، خواهيم در نتيجه با ت. كه هم براي كميتهاي ناپيوسته و هم براي كميتهاي پيوسته صادق است
  : داشت

a

EX
)aX(P)a(F  1  

  :  نامساوي نوع اول چه بي شف-2
 بر طبق قانون Xكميت تصادفي  f x با واريانس معلوم  D x تفاضل كميت  توزيع شده است، احتمال اينكه قدر مطلق

X از اميد رياضي آن، از عدد مثبتي مانند كوچكتر باشد، مساوي است با  :  

21



)X(D

)EXX(P  

  : توان نوشت بر اساس قضيه عكس، مي
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2


)X(D
)EXX(P  

  :  نامساوي نوع دوم چه بي شف-3
12 اگر كميتهاي x,x,...,xn 1122 مستقل از يكديگر با اميدهاي رياضي aEX,aEX,...,aEX nn  و   

2هاي واريانس
11 )x(D ،2

22
2  )X(D,...,)X(D nn توزيع شده باشند، احتمال اينكه قدر مطلق تفاضل ميانگين 

12كميتهاي  x,x,...,xnن كميتها، كوچكتر از هر عدد مثبتي مانند از ميانگين اميدهاي رياضي ايباشد، مساوي است با  :  

22

2
1















 

nn

a

n

X
P iii  

  خاص، اگر كميتها از يك جامعه انتخاب شود، آنگاهحالتدر  nEX...EXEX و  21
2

21  )X(D...)x(D)x(D n آيد باشد، رابطه فوق بصورت زير بدست مي:   

2

2
1
















nn

X
P i  

 بطور نامحدود افزايش يابد، اين n در نامساوي نوع دوم چه بي شف، اگر :صورت چه بي شفه  قانون اعداد بزرگ ب-
  . احتمال مساوي با يك خواهد شد

121 














 n

a...aa

n

x
plim ni

n
  

  : صورت چه بي شفه  قانون اعداد بزرگ قوي ب-

1










a

n

x
limp i

n
  

12اگر كميتهاي :  حدي مركزي لياپانوف  قضيه- x,x,...,xn ،  ... داراي توزيع يكسان نباشند، قانون نرمال بعنوان توزيع
  : شود اي از كميتهاي تصادفي بيان مي حدي حاصل جمع يا ميانگين حسابي دنباله

nx...xxY  21  
  :  باشد، آنگاهny كميت استاندارد شده nZو كميت 

n

n n
n

y

y Ey
Z





  

  : بر طبق قانون نرمال استاندارد توزيع خواهد شد
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dze)Z(Flim 2
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  . به شرط اينكه حد گشتاور مطلق مركزي مرتبه سوم مساوي صفر باشد
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  اج آماريتستنا
 از آنجا كه براي شناسائي صفت يا صفات متغير در جامعه مورد مطالعه، امكان مشاهده همه عناصر :اي  نمونه و تابع نمونه-

به دلايل بالا بودن هزينه، عدم تأمين نيروي انساني لازم، انهدام جامعه آماري و از همه مهمتر زمان (جامعه وجود ندارد 



 
 
 
 

 28      آمار توصيفي
 

 از جامعه مورد مطالعه را بطور تصادفي انتخاب كرده و نتايج مشاهدات را به جامعه كل تعميم  لذا جزئي، )آوري اطلاعات جمع
  . نامند دهيم كه اين روش را روش استقرائي مي مي

  . گيرد انجام مي) بدون جايگذاري(و ) با جايگذاري(ها به دو طريق  روش انتخاب نمونه
  . ه تمامي عناصر جامعه امكان معين و از قبل تعيين شده براي انتخاب داشته باشند انتخابي را گويند ك: انتخاب تصادفي -
توزيع   باX از يك كميت تصادفيn نمونه تصادفي به حجم : تعريف نمونه تصادفي- f xاي از  ، مجموعهn كميت 

12تصادفي مستقل از هم  x,x,...,xn است كه هر يك توزيع يكسان با جامعه اصلي  f xداشته باشند .  
12تابعي از متغيرهاييا آماره  (statistic)اي  تابع نمونه- x,x,...,xnايي به حجم  را در نمونهnاي يا  ، تابع نمونه

Statisticدهند نامند و بصورت زير نشان مي  مي :  
)x,...,x,x(f n21  

 nاي به حجم  در نمونه. اي خود نيز يك كميت تصادفي خواهد بود و چون تابعي از كميتهاي تصادفي است، لذا تابع نمونه
  :  بسيار زيادي تعريف كرد، از جملهتوان توابع مختلف و مي

 inn xx...xx)x,...,x,x(f 2121  
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)x,...,x,x(f n 




   

  : شوند نظريه توزيعهاي نمونه به دو گروه تقسيم مي :نكته
  اي  هاي دقيق توابع نمونه  نظريه توزيع-الف
  اي  ه توزيعهاي مجانبي توابع نمونه نظري-ب

x,...,x(f(اي را دقيق گويند، هرگاه قانون توزيع  قانون توزيع توابع نمونه n1 براي تمامي اعداد طبيعيnصحيح باشد  .  
x,...,x(f(قانون توزيع  n1اي برحسب   تابع نمونه را توزيع مجانبي نامند، هر گاه توزيع دقيقn  به اين قانون توزيع 

  . گرايش داشته باشد
  هاي مهم  قوانين توزيع-
12كميتي كه از مجموع مجذورات استاندارد شده متغيرهاي ): كاي دو (2 قانون توزيع-1 x,x,...,xn كه بر طبق قانون 

  : شود  توزيع مي2اند، بدست آيد، برطبق قانون،   توزيع شده2 و واريانس  اميد رياضينرمال با

  





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
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  و تابع چگالي احتمالهاي آن بصورت 









 






 xe.x)x(
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212
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1  

  :  است2كند و آنهم درجه آزادي توزيع   تبعيت ميپارامتر آيد كه فقط از يك  بدست مي
n مشخص باشد، آنگاه  پارامتر 2اگر در كميت   و در صورتي كه پارامتر 2 نامعلوم باشد، آنگاه درجه آزادي 

1 nخواهد شد  .  
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  :  مساوي است با درجه آزادي آن2اميد رياضي توزيع 
 )X(E 2  

  : ر درجه آزادي آن مساوي است با دو براب2و واريانس كميت 
 vE X  2 2  

  :  مساوي است با2تابع مولد گشتاورها براي كميت 

21



 )t(Ee)t(m xt

x  
توزيع نرمال  تصادفي به تابع  ، تابع توزيع كميت2شود كه با افزايش درجه آزادي  بر اساس قضيه حدي مركزي، نتيجه مي

  : كند استاندارد گرايش پيدا مي
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12كميتي كه از متغيرهاي استاندارد شده:  استودنت-tتوزيع -2 U,U,...,Unمستقل از هم بصورت  :  


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

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t  

  : آيد شود و تابع چگالي احتمالهاي آن بصورت زير بدست مي  استودنت ناميده مي-tتوزيع شده باشد، كميت تصادفي با قانون 
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 -tد و با افزايش آن توزيع باش  استودنت مي-tكند كه آنهم درجه آزادي   تبعيت مياين توزيع فقط از يك پارامتر يعني 
)V(شود  استودنت به توزيع نرمال تبديل مي 30 .  
  :  استودنت برابر است با-tاميد رياضي و واريانس براي توزيع 

)t(E  

2


)t(D  

  : شود  توزيع ميFآيد، برطبق قانون   بدست مي2 كميت تصادفي كه از خارج قسمت دو توزيع :F توزيع -3
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


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
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



F  

2هاي درجات آزادي كميت2 و 1كه در آن 
1

2 و
2

باشند و درجه آزادي صورت و مخرج توزيع   ميFشوند  ناميده مي .  
P/50 براي  مقادير كرانيتهاي توزيع F 50 در جدول آورده شده است و براي/P  مقادير كرانيتهاي توزيع F از رابطه 

  : آيد زير بدست مي
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  . توان به توزيعهاي ديگري دست يافت  ميF در توزيع 2 و 1با تغيير مقادير 
2S ،2Sاي،   واريانسهاي نمونه:اي هاي نمونه  قانون توزيع واريانس-

2و ~
*S آيند، به دليل اينكه  كه از جامعه نمونه بدست مي

، لذا بايد قانون توزيع داشته باشند كه كند باشند و اندازه آنها از يك آزمايش به آزمايش ديگر تغيير مي متغيرهاي تصادفي مي
  : آيند بصورت زير بدست مي

)n( اي در حجمهاي كوچك  واريانس نمونه-الف 30گردد  بصورت زير تعريف مي :  
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  . شود يع مي توز1n، با درجه آزادي 2كه بر طبق قانون 
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22  با اميد رياضي 
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  : گردد  بصورت زير تعريف مي30n اي در حجم هاي بزرگ واريانس نمونه-ب
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  : شود  توزيع مي1n با درجه آزادي 2اين پارامتر بر طبق قانون 
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  با اميد رياضي 
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اي   معلوم باشد، واريانس نمونهاگر در توزيع نرمال اميد رياضي : اي وقتي اميد رياضي جامعه معلوم باشد  واريانس نمونه-ج
  . شود بصورت زير تعريف مي

2
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21 *S
n

)X(
)x,...,x(f 


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  : شود  توزيع ميnدرجه آزادي   با2اين پارامتر بر طبق قانون 
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